
代数学基礎演習VI

1. 群準同型 φ : G → H に対して次が正しければ証明し，誤りならば反例を挙げるか，ある
いは正しい命題に修正せよ。

(i) φ(eG) = eH (eG, eH はそれぞれG, H の単位元)。また φ(g−1) = φ(g)−1, ∀g ∈ G。

(ii) G0 ⊂ G がGの部分群ならば，φ(G0) ⊂ H はH の部分群。

(iii) G0 ⊂ GがGの正規部分群ならば，φ(G0) ⊂ H はH の正規部分群。

(iv) H0 ⊂ H がH の部分群であれば，φ−1(H0) はG の部分群。

(v) H0 ⊂ H がH の正規部分群であれば，φ−1(H0) は G の正規部分群。

(vi) φの核Ker φ := {g ∈ G | φ(g) = eH}はGの正規部分群。

(vii) f , g : G → H を Gから H への 2つの群準同型で f ̸= gなるものとする。このとき
G0 := {x ∈ G | f(x) = g(x)}はGの部分群である。

2. 群準同型 f : G → H, g : H → K の合成 g ◦ f : G → K は群準同型であることを示し，
また im(g ◦ f) や ker(g ◦ f)を f , g, im(f), im(g), ker(f), ker(g)などを適当につかって表せ。

3. det : GLn(C) → C×; g 7→ det g, は全射群準同型であることを示せ。さらに群同型
GLn(C)/SLn(C) ≃ C×を detに関する準同型定理を用いて説明せよ。

4. 全射群準同型 φ : G → H において，Gが可換群ならばH も可換群であることを示せ。

5. Gを位数 nの有限群とする。集合としての Gから Gへの全単射全体に全単射の合成
を考えてできる群を S(G)とすると S(G) ≃ Sn である。x ∈ Gに対して σx ∈ S(G)を
σx(y) := xy, y ∈ G, で定める。写像 x 7→ σxと群同型S(G) ≃ Snの合成G → Snは単射
群準同型であることを示せ（特に位数 nの有限群GはSnの部分群と見なせる）。

6. (i) G, G′は有限群で，#Gと#G′は互いに素とする。このときGからG′への群準同型
φは自明，すなわち ∀g ∈ Gに対して φ(g) = e ∈ G′ となるものしか存在しないことを示せ。

(ii) 群準同型 φ : G → H, x ∈ Gに対して ord φ(x) | ord xを示せ。

7. (i) アーベル群Gに対して φn : G → G, φn(g) := gn, はGからGへの群の準同型である
ことを示せ。
(ii) Gが位数 15の巡回群の時，φnが同型となる nをすべて求めよ。

8. (i) n次巡回群 Cn ≃ Z/nZに対して Aut(Z/nZ) ≃ (Z/nZ)×を示せ（生成元の行き先に
ついて考察せよ）。

(ii) 加法群 Zに対してAut(Z) ≃ Z/2Zを示せ。

9. ２面体群D3 = ⟨σ, τ | σ3 = τ2 = e, στ = τσ2⟩に対してAut(D3)を決定せよ (σ, τ の行
き先を考察せよ)。

10. Z/6Z → Z/2Z× Z/3Z, x mod 6 7→ (x mod 2, x mod 3)は位数 6のアーベル群の同型
を与えることを示せ（全単射性は具体的に Z/6Zの元の像をすべて書き並べてみるとよい）。
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11. 3次対称群S3から {±1}への群準同型は 2つしか存在しないことを示し，さらにそれ
らを具体的に与えよ。

12. 加法群 Rから乗法群 C× への写像 φ : R → C×, φ(x) = exp(
√
−1 x), 群準同型である

ことを示せ。また im φおよび ker φをもとめよ。

13. Snにおいて偶数個の互換の積でかける元のことを偶置換とよび，さらにAn := {Snの
偶置換全体 } とおく。

(i) n = 3のとき，A3を具体的に決定せよ。

(ii) 一般の nに対して，Anは位数
n!

2
であり，さらにSnの部分群であることを示せ（部分

群 An < Snを n次交代群とよぶ）。

(iii) An ◁ Snであることを示せ。

14. 差積多項式
∆(x1, x2, · · · , xn) =

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj)

において，σ ∈ Snによる座標関数の入れ替え xi 7→ xσ(i), 1 ≤ i ≤ n, を考える。

(i) ∆(xσ(1), xσ(2), · · · , xσ(n)) = sgn(σ)∆(x1, x2, · · · , xn) を満たす sgn(σ) ∈ {±1}が定まる
ことを示せ。また sgn : Sn → {±1}; σ 7→ sgn(σ), は全射な群準同型であることを示せ。

(ii) ker(sgn) = An ◁ Snを示し，それから群同型Sn/An ≃ {±1}を導け。

15. (i) S4の部分集合A = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}は (12)(34)を含むS4共役類であ
ることを示せ。

(ii) σ ∈ S4に対してφσ(x) := σxσ−1 とおくと，対応σ 7→ φσ は全射群準同型S4 → S(A) ≃
S3 を定めることを示せ。

(iii) 上の群準同型の kernelが V = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}であることを示せ（特に
V ◁ S4，また V ◁ A4でもある）。

(iv) A4/V はどんな群に同型であるか？（{e} ◁ V ◁ A4 ◁ S4は 4次方程式の根の公式の構
成において本質的な役割を演じる）

16. (i) (12)(34) ∈ A4 < S4のS4における中心化群 ZS4((12)(34)) < S4を求め，さらにそ
れと同型な群を決定せよ。

(ii) (12)(34) ∈ A4の A4における中心化群 ZA4((12)(34)) < A4を決定せよ。

17. (i) A4の 2元 (123), (132)は A4において互いに共役であるか？

(ii) A4の共役類（A4-共役類）分割と類等式をかけ。

(iii) A4のすべての正規部分群を決定せよ。

(iv) A4の部分群H, Kであって，H ◁ A4かつK ◁ H であるが，KはA4の正規部分群で
ないものの例をつくれ。

Notation

群G1, G2に対してG1 ×G2は (x1, y1) · (x2, y2) := (x1x2, y1y2) を演算として群になる（こ
れを示せ）。これを群G1とG2の直積群とよぶ。
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