
代数学基礎演習 I

1. (i) 次の σ1, σ2，σ3 ∈ S7 に対して，積 σ2σ1, σ1σ2, σ2σ3, (σ1σ2)σ3,

σ1(σ2σ3) を計算せよ；

σ1 =

(
1 2 3 4 5 6 7

4 3 1 5 2 7 6

)
, σ2 =

(
1 2 3 4 5 6 7

6 7 3 2 1 4 5

)

σ3 =

(
1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 7 5 6 1

)
(ii) σ−1

1 , σ−1
2 , σ−1

3 を求めよ。

(iii) σ1, σ2, σ3をそれぞれ互いに重なりのない巡回置換の積に表せ。

2. (i) σ =
(

1
10

2
9

3
8

4
11

5
7

6
3

7
2

8
6

9
12

10
5

11
4

12
1

)
∈ S12を互いに重なりのない巡回

置換の積に書き，さらに σ2000を計算せよ。

(ii) 巡回置換 (134), (234) ∈ S5に対して (134)(234)を互いに重なりのな
い巡回置換の積に表せ。

3. D3を正三角形の合同変換全体のなす二面体群：D3 = {e, σ, σ2, τ, τσ, τσ2}，
とする。σ 7→ (123), τ 7→ (12)を自然に拡張することによってD3とS3が
積構造を含めて 1対 1に完全に対応する（つまり群同型である）ことを確
かめよ。

4. 群Gに対して以下に答えよ。

(i) Gの単位元 e ∈ Gはただ一つに定まることを示せ。

(ii) a ∈ Gの逆元 a−1 ∈ Gはただ一つに定まることを示せ。

(iii) a, b ∈ Gに対し (ab)−1 = b−1a−1であることを示せ。

5. Gを群とする。

(i) a, x, y ∈ Gに対して ax = ay, あるいは xa = ya, ならば x = yである
ことを示せ。

(ii) a, b ∈ Gを固定する。写像 f : G → G; x 7→ axbは全単射であること
を示せ。
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6. Gの部分集合Hと元 a ∈ Gに対してGの部分集合 aHを

aH := {ah | h ∈ H}

と定める。このとき写像H → aH; h 7→ ahは全単射であることを示せ。

7. (i) S(X)を集合XからX自身への全単射全体のなす集合とする。全
単射の合成によってS(X)は群になることを示せ。
(ii) Gを群とする。a ∈ Gに対して fa ∈ S(G)を x 7→ ax で定める。この
とき写像G → S(G); a 7→ faは単射な群準同型であることを示せ。

8. 群Gにおいてすべての元 a ∈ Gが a2 = eをみたしているとする。こ
のときGは可換群であることを示せ。

9. 次はそれぞれ群になるか, ならないか。群になる場合は単位元と各元
の逆元を記述せよ。ならない場合はその理由を述べよ。
(i) N = {0, 1, 2, 3, . . .}: 自然数全体で加法
(ii) Q: 有理数全体で有理数の乗法
(iii) R+: 正の実数全体に実数の乗法
(iv) C1 = {z ∈ C | |z| = 1}: 絶対値 1の複素数全体に複素数の乗法
(v) {z ∈ C | |z| = 2}: 絶対値 2の複素数全体に複素数の乗法
(vi) Z \ {0}: 0 以外の整数全体で整数の乗法

10. 群になるかならないか，適切な理由をつけて答えよ。

(i)

{(
1 n

0 1

)
| n ∈ R

}
で行列の積

(ii) GLn(R) := {n次可逆実行列全体 }で行列の積
(iii) SLn(R) := {g ∈ GLn(R) | det g = 1}で行列の積

(iv)

{(
0 a

b 0

)
| a, b ∈ C×

}
で行列の積

(v)

{(
a b

0 a−1

)
| a ∈ C×, b ∈ C

}
で行列の積

(vi) {A ∈ M2(Z) | detA ̸= 0}で行列の積
(vii) {A ∈ M2(Z) | detA ∈ {1,−1}}で行列の積

11. (i) GL3(C)の 2元 x :=

0 1 0

0 0 1

1 0 0

と y :=

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 を適当に繰り
返し掛けてできる群Gの位数が 6であることを確かめよ。
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(ii) x, y ∈ Gそれぞれに 3次対称群S3の元を次のように対応させる：

x 7→

(
1 2 3

3 1 2

)
, y 7→

(
1 2 3

2 1 3

)
これを積に関して拡張して群同型G ≃ S3を示せ。

12. (i) 複素射影直線 Ĉ = C ∪ {∞}上の一次分数変換

z 7→ az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc ̸= 0

の全体は変換の合成により群をなすことをしめせ。
(ii) 次の 6個の一次分数変換

λ, 1− λ,
1

λ
,

λ

λ− 1
,

1

1− λ
,

λ− 1

λ

は変換の合成によって位数 6の群Gをなすことを示せ。
(iii) (ii)の群Gは 3次対称群S3と同型であることを示せ。

Notation

I. 集合Xに対してS(X) := {XからXへの全単射全体 }とする。S(X)

は全単射の合成によって群となる。特にX = {1, 2, . . . , n}: n元集合の
とき

Sn := S({1, 2, . . . , n})

を n次対称群とよぶ。Snの元については次のような記述法を用いる：た
とえば n = 3のとき,

(
1 2 3

2 1 3

)
= (12) =


1 7→ 2

2 7→ 1

3 7→ 3

(一番右が {1, 2, 3}から {1, 2, 3}への一つの全単射の普通の書き方, 一番
左がそれのSnにおける記法，さらに真ん中はそれの適切な書き換え)

(
1 2 3

2 3 1

)
= (123) =


1 7→ 2

2 7→ 3

3 7→ 1
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のように書く。これを用いると

S3 = {e, (12), (23), (13), (123), (132)}

とかけ、例えば (123) = (12)(23) (132) = (23)(12)，等である（右が先の
約束, 確認せよ）。また n = 7のとき例えば(

1 2 3 4 5 6 7

3 6 1 2 4 5 7

)
= (31)(6542)(7) = (31)(6542)

（ここで (31) = (13)のような元は互換, (6542) = (5426) = (4265) =

(2654)のような元は巡回置換と呼ばれる。互換は長さ 2の巡回置換であ
る。(7)（長さ 1の巡回置換）は自明として省略する）,　また(

1 2 3 4 5 6 7

2 7 1 3 6 5 4

)
= (12743)(56)

などのように書け，さらにこのような記述は適切な形で一般化できるこ
とが想像できるだろう（証明せよ）。

II. 集合M (̸= ∅)に結合律を満たす演算 µが定義され、さらにその演算
に関して単位元 e ∈ M が存在するとき，M× をM の（µ, eに関する）
可逆元全体のなす部分集合とする: M× = {x ∈ M | x−1 ∈ M}, つ
まりM のなかに µ, eに関する逆元をもつ x ∈ M 全体の集合。M× は
µに関して自然に群となることに注意。例えば，体 K の乗法に関して
K× = K \ {0}（Q× = Q \ {0}, R× = Q \ {0}, C× = C \ {0}）Zの積に
関して Z× = {1,−1}，Mn(R)の積に関してMn(R)× = GLn(R)など。
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