
代数学基礎演習 II

1. Zは整数の加法によってアーベル群となる (0が単位元，a ∈ Zの逆
元は−a ∈ Z)。これを加法群 Zとよぶ。特に Zは 1 ∈ Zで生成される無
限巡回群である；Z = ⟨1⟩ = {n1 | n ∈ Z}.

(i) a ∈ Zに対して aZ := {aの倍数全体 } = {na | n ∈ Z}と定める。これ
は Zの部分群であることを示せ。

(ii) a, b ∈ Zの最小公倍数をmとすると aZ∩bZ = mZであることを示せ。

(iii) 加法群Zの任意の部分群Hに対してH = aZを満たす a ∈ Zが存在
する，つまり Zの部分群は aZ (a ∈ Z)たちで尽くされることを示せ。

2. 位数 12の巡回群 ⟨σ | σ12 = e⟩ ≃ Z/12Zの部分群をすべて求めよ。

3. n次巡回群G (≃ ⟨σ | σn = e⟩) は nの任意の約数を位数とする部分群
を丁度１つだけもつことを示せ。さらにそれぞれの部分群は巡回群であ
ることを示せ。

4. 位数が素数 pである群は p次巡回群と同型であることを示せ。

5. (i) 3次対称群S3の部分群をすべて書きあげよ。

(ii) 上で与えた非自明な部分群のそれぞれについて，S3での相異なる左
コセットをすべて具体的に与え，それらを用いてS3の左コセット分割を
明示せよ。

6. Gを群，H < Gを部分群とする。

(i) a ∈ Gに対して
aHa−1 := {aha−1 | H}

と定めるとこれはGの部分群であることを示せ。この aHa−1を部分群H

のGにおける共役とよぶ。またすべての a ∈ Gに対して aHa−1 = Hを
みたすGの部分群Hを正規部分群とよび, H ◁ Gで表す。

(ii) S3の非自明な部分群のうち正規部分群であるものはどれか。また正
規でない部分群H < S3に対しては σHσ−1 ̸= Hとなる σ ∈ S3を具体的
に与えよ。

7. (i) 乗法群 (Z/7Z)×の元を具体的にすべてあげよ。
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(ii) (Z/7Z)×は巡回群であることを生成元を与えることによって示せ。

8. (i) (Z/8Z)×の元を具体的にすべてあげよ。
(ii) (Z/8Z)×は巡回群であるかないか，具体的に調べて判定せよ。

9. 整数m, nの最大公約数を d（特にm, nが互いに素なら d = 1）とす
るとき，am+ bn = dを満たす整数 a, bが存在する（Euclid互除法によっ
て証明できる）。これを利用して以下に答えよ。
(i) (Z/nZ)×は 1, 2, . . . , n− 1のうち nと互いに素なもの全体であること
を示せ。
(ii) 特に素数 pに対して (Z/pZ)× = {1, 2, . . . , p− 1}, #(Z/pZ)× = p− 1,

よって Z/pZ = {0} ∪ (Z/pZ)× は体であることを示せ。

10. pは素数，nは自然数とする。#(Z/pnZ)×を p, nを用いた式であら
わせ。

11. 次の同値を示せ：「有限群Gが巡回群である⇐⇒ 任意の自然数mに
対して xm = eを満たすGの元 xの個数はm以下である」

Notation

正の整数nに対して，整数をnで割った余り全体の集合をZ/nZとかく。
(i) Z/nZは自然に加法 (a + b mod n)が定義できて，それによって可換
群となる；例えば Z/5Z = {0, 1, 2, 3, 4}において

2 + 2 ≡ 4 mod 5, 1 + 4 = 4 + 1 ≡ 0 mod 5,

2+3 = 3+2 ≡ 0 mod 5, 2+4 = 4+2 ≡ 1 mod 5, 4+4 ≡ 3 mod 5

など。また 0が単位元，1の逆元−1 ≡ 4 mod 5，など。さらに n = 1の
とき Z/1Z = {0}，n > 1のとき Z/nZは 1で生成される位数 nの巡回群
である;

Z/nZ = ⟨1 | n1 ≡ 0⟩ ≃ ⟨σ | σn = e⟩; 1 7→ σ, k1 7→ σk

(ii) Z/nZには自然に乗法 (ab mod n)も定義できる。このとき単位元は
1 ∈ Z/nZであるが，0 ∈ Z/nZの逆元は存在しない。よって Z/nZ全体
は乗法に関して群にはならない。一方で乗法に関する Z/nZの可逆元全
体を (Z/nZ)×とすると，これは乗法に関して可換群となる。
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