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7 線積分，面積分とその応用

1変数関数に対する微分積分の基本定理∫ b

a
f ′(x) dx = f(b)− f(a)

の重要性を今さら説明するまでもないであろう．この定理は微分積分学の基礎となる定理で
あり，この定理のお陰で，区分求積法を用いなくても様々な関数に対する積分の値を計算す
ることが可能になった．それゆえ，この定理を多変数関数に拡張することの意義を容易に
予想できるであろう．そのような拡張として，Greenの定理，Stokesの定理，Gaussの定理
（発散定理）がある．以下で，それらの定理と簡単な応用例を紹介する．まず，Greenの定
理から始める．本来であれば，先にベクトル場の線積分を定義しておかなければならないの
であるが，それは後回しにしよう．

定理 7.1 (Greenの定理) ΩをR2の領域，f, gを Ωで定義された C1級の実数値関数とす
る．Dをその閉包Dが Ωに含まれる有界領域で，その境界 C = ∂Dは C1級の閉曲線とす
る．このとき， ∫∫

D

(
∂f

∂x
− ∂g

∂y

)
dxdy =

∫
C
fdy + gdx

が成り立つ．ただし，曲線Cは領域Dの内部を左に見てまわるように向き付けられている
とする．

この定理では，C1級の閉曲線という用語を用いている．平面あるいは空間内の曲線とい
う概念は皆よく知っていると思うが，これを数学的に厳密に定義しようとすると意外とやっ
かいである．ここでは深入りせず，素朴に，C1級関数を用いてパラメーター表示される集合
としよう．さて，境界がC1級であるという仮定は，実はもっと弱めることができる．実際，
正方形のように角がある領域の境界はC1級ではないが，そのような領域に対してもGreen

の定理は成立する．領域Dに対する条件や関数 f, gに対する条件をどこまで弱めることが
できるか？という問題も結構やっかいである．以下では，領域Dに対して上記の仮定の下
ではなく，別の仮定の下で証明を与えるが，それを見れば，大抵の応用例は網羅されている
ことが分かるであろう．
さて，まず初めに関数に対する線積分を定義しよう．

定義 7.1 (関数の線積分) ΩをRnの領域，f をΩで定義された連続関数，CをΩ内の C1

級曲線で
C : x = φ(t) = (φ1(t), . . . , φn(t)) (a ≤ t ≤ b)

とパラメーター表示されているとする．（CがC1級であるとは，このパラメーター表示にあ
らわれる関数 φ1, . . . , φnが C1級であることを意味する．）このとき，f の C 上の線積分を
次式で定める．∫

C
fds :=

∫ b

a
f(φ(t))∥φ′(t)∥dt =

∫ b

a
f(φ1(t), . . . , φn(t))

√√√√ n∑
j=1

(φ′(t))2 dt
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特に，C が閉曲線のとき（すなわち，φ(a) = φ(b)のとき）この線積分を
∮
C
fdsと書く．

線積分にあらわれる dsは線素と呼ばれており，形式的には

ds = ∥φ′(t)∥dt =

√√√√ n∑
j=1

(φ′(t))2 dt

と書かれる．さて，曲線のパラメーター表示は一通りではなく，一般に何通りもある．また，
人によって異なるパラメーター表示を使ったりする．上で定義した線積分は，実はどんなパ
ラメーター表示を使っても同じ値になり，関数 f と曲線 C からだけで決まることが確かめ
られる．実際，

C : x = ψ(τ) = (ψ1(τ), . . . , ψn(τ)) (α ≤ τ ≤ β)

という別のパラメーター表示があったとしよう．φ(t) = ψ(τ)という関係式から，tと τ の
間に対応がある．それを t = ζ(τ)と書けば，

ζ(α) = a, ζ(β) = b, φ(ζ(τ)) = ψ(τ), ζ ′(τ) ≥ 0 (α ≤ τ ≤ β)

という関係が成り立つはずである．（この辺り厳密な証明を与えようとすれば，必然的に曲
線の定義を厳密に与えないといけなくなる．）さて，先程定義した線積分において t = ζ(τ)

という変数変換を行えば，∫ b

a
f(φ(t))∥φ′(t)∥dt =

∫ β

α
f(φ(ζ(τ)))∥φ′(ζ(τ))∥ζ ′(τ)dτ

=

∫ β

α
f(ψ(τ))∥φ′(ζ(τ))ζ ′(τ)∥dτ

=

∫ β

α
f(ψ(τ))∥ψ′(τ)∥dτ

となり，同じ値になることが確かめられた．上の最後の等式では，φ(ζ(τ)) = ψ(τ)の両辺
を微分することによって得られる式φ′(ζ(τ))ζ ′(τ) = ψ′(τ)を用いた．

f(x) ≡ 1のとき，線積分
∫
C
dsの値は曲線 C の長さに他ならないことを注意しておく．

次に，ベクトル場に対する線積分を定義しよう．

定義 7.2 (ベクトル場の線積分) ΩをRnの領域，u = (u1, . . . , un)をΩで定義された連続
なベクトル場，C を Ω内の向き付けられた C1級曲線で

C : x = φ(t) = (φ1(t), . . . , φn(t)) (a ≤ t ≤ b)

とパラメーター表示されているとする．（曲線の向きはパラメーター tが増加する方向であ
り，今の場合φ(a)からφ(b)に向かう向きが付いている．）このとき，ベクトル場 uのC上
の線積分を次式で定める．∫

C
u · dx =

∫
C
u1dx1 + · · ·+ undxn

:=

∫ b

a
u(φ(t)) ·φ′(t) dt =

∫ b

a

n∑
j=1

uj(φ(t))φ
′
j(t) dt
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この積分もまた曲線 C の向きを変えないパラメーターと取り方に依らずに決まることが
確かめられる．（各自確かめよ．）しかし，曲線の向きを変えるとその積分の値の符号が変わ
る．一般に，向き付けられた曲線 C の向きを変えた曲線を−C で表わす．このとき，∫

−C
u · dx = −

∫
C
u · dx

が成り立つ．実際，向き付けられた曲線 C が

C : x = φ(t) = (φ1(t), . . . , φn(t)) (a ≤ t ≤ b)

とパラメーター表示されているとしよう．このとき，ψ(τ) := φ(aτ + b(1− τ))と定めると，
曲線−C は

−C : x = ψ(τ) (0 ≤ τ ≤ 1)

とパラメーター表示される．したがって，∫
−C
u · dx =

∫ 1

0
u(ψ(τ)) ·ψ′(τ) dτ

=

∫ 1

0
u(φ(aτ + b(1− τ))) ·φ′(aτ + b(1− τ))(a− b) dτ

（ここで t = aτ + b(1− τ)と置換すると，dt = (a− b)dτ より）

=

∫ a

b
u(φ(t)) ·φ′(t) dt = −

∫ b

a
u(φ(t)) ·φ′(t) dt

= −
∫
C
u · dx

が得られる．このように，ベクトル場の線積分は向きがある積分であるのに対し，関数の線
積分（線素 dsによる線積分とも言う）は向きがなく，曲線の向きを変えても値は変わらな
いことに注意しよう．
ベクトル場の線積分と線素 dsによる線積分には次のような関係がある．向き付けられた

曲線 C : x = φ(t) (a ≤ t ≤ b)の接ベクトルはφ′(t)であるから，単位接ベクトルを T とお
くと，

T =
φ′(t)

∥φ′(t)∥
となる．したがって，∫

C
u · dx =

∫ b

a
u(φ(t)) ·φ′(t) dt

=

∫ b

a

(
u(φ(t)) · φ′(t)

∥φ′(t)∥

)
∥φ′(t)∥dt

=

∫
C
(u · T ) ds

が成り立つ．すなわち，ベクトル場 uの曲線C上の線積分は，そのベクトル場と曲線Cの
単位接ベクトルとの内積で定まる関数の線素 dsによる積分である．線素による積分は向き
を持たないが，曲線の向きを変えると接ベクトルの向きは反対向きになる．そのことから，
ベクトル場の線積分には向きが付いているのである．
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二つの曲線 C1と C2を繋げた曲線を C1 + C2と表わす．このとき，次式が成り立つのは
明らかであろう． ∫

C1+C2

u · dx =

∫
C1

u · dx+

∫
C2

u · dx

C1とC2が繋がっていない（離れている）曲線の場合には，上式がその線積分の定義を与え
ていると思えば良い．
以上で，線積分の定義ができた．Greenの定理を証明する準備として，高校までに習って

きた公式
d

dx

∫ φ(x)

a
f(y) dy = f(φ(x))φ′(x)

を少し一般化しよう．

補題 7.1 φ,ψを [a, b]で定義されたC1級の関数で c ≤ φ(x), ψ(x) ≤ d (a ≤ x ≤ b)を満たす
とし，f(x, y)を [a, b]× [c, d]で定義された連続関数で，偏導関数 fx(x, y)もまた [a, b]× [c, d]

で連続であるとする．[a, b]上の関数 hを

h(x) :=

∫ ψ(x)

φ(x)
f(x, y) dy

で定めると，hは C1級であり次式が成り立つ．

h′(x) =

∫ ψ(x)

φ(x)
fx(x, y) dy + f(x, ψ(x))ψ′(x)− f(x, φ(x))φ′(x)

証明 [a, b]× [c, d]× [c, d]上の関数 F を

F (x, u, v) :=

∫ v

u
f(x, y) dy

で定めると，F は C1級であり

Fx(x, u, v) =

∫ v

u
fx(x, y) dy, Fu(x, u, v) = −f(x, u), Fv(x, u, v) = f(x, v)

が成り立つ．また，h(x) = F (x, φ(x), ψ(x))であるから，合成関数の微分法より

h′(x) = Fx(x, φ(x), ψ(x)) + Fu(x, φ(x), ψ(x))φ
′(x) + Fv(x, φ(x), ψ(x))ψ

′(x)

=

∫ ψ(x)

φ(x)
fx(x, y) dy − f(x, φ(x))φ′(x) + f(x, ψ(x))ψ′(x)

となり，望みの式が得られた．（証明終）

以上の準備の下，領域Dが

D = {(x, y) | a < x < b, φ(x) < y < ψ(x)}

という形をしている場合にGreenの定理を証明しよう．ただし，φ,ψは [a, b]で定義された
C1級関数であり，φ(x) ≤ ψ(x) (a ≤ x ≤ b)を満たしているとする．向き付けられた曲線
C1, . . . , C4を，それぞれ

C1 : (x, φ(x)) (a ≤ x ≤ b), C2 : (b, y) (φ(b) ≤ y ≤ ψ(b))

− C3 : (x, ψ(x)) (a ≤ x ≤ b), −C4 : (a, y) (φ(a) ≤ y ≤ ψ(a))
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とする．このとき，C = C1 + · · ·+C4は領域Dの境界で，Dの内部を左手に見てまわるよ
うに向きがついている．曲線 C2, C4上では x座標は一定であるから，容易に∫

C2

gdx =

∫
C4

gdx = 0

が得られる．したがって，

−
∫∫

D

∂g

∂y
dxdy = −

∫ b

a

(∫ ψ(x)

φ(x)

∂g

∂y
(x, y)dy

)
dx

= −
∫ b

a

(
g(x, ψ(x))− g(x, φ(x))

)
dx

= −
∫ b

a
g(x, ψ(x))dx+

∫ b

a
g(x, φ(x))dx

= −
∫
−C3

gdx+

∫
C1

gdx

=

∫
C1

gdx+

∫
C2

gdx+

∫
C3

gdx+

∫
C4

gdx

=

∫
C
gdx

が成り立つ．次に，補題 7.1より∫ ψ(x)

φ(x)

∂f

∂x
(x, y)dy =

d

dx

∫ ψ(x)

φ(x)
f(x, y) dy + f(x, φ(x))φ′(x)− f(x, ψ(x))ψ′(x)

であるから，∫∫
D

∂f

∂x
dxdy =

∫ b

a

(∫ ψ(x)

φ(x)

∂f

∂x
(x, y)dy

)
dx

=

∫ b

a

(
d

dx

∫ ψ(x)

φ(x)
f(x, y) dy + f(x, φ(x))φ′(x)− f(x, ψ(x))ψ′(x)

)
dx

=

∫ ψ(b)

φ(b)
f(b, y)dy −

∫ ψ(a)

φ(a)
f(a, y)dy

+

∫ b

a
f(x, φ(x))φ′(x)dx−

∫ b

a
f(x, ψ(x))ψ′(x)dx

=

∫
C2

fdy −
∫
−C4

fdy +

∫
C1

fdy −
∫
−C3

fdy

=

∫
C
fdy

が成り立つ．これら二つの式を加えることにより，望みの式が示された．
全く同様にして，領域Dが

D = {(x, y) | c < y < d, φ(y) < x < ψ(y)}

という形をしている場合にもGreenの定理が成り立つことが示される．さらに，領域Dが
このような形をしている有限個の領域に分割できる場合も，Greenの定理が成り立つことが
分かる．
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