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発展方程式のためのInexact Rational Krylov法

A Note on Inexact Rational Krylov Method for
Evolution Equations

橋本悠香 ∗

Yuka Hashimoto

野寺隆 †

Takashi Nodera

概 要

近年，発展方程式の数値解法として，Exponential integratorが注目を集めている．
Exponential integratorの各時間ステップでは，大規模行列の ϕ関数を計算する必要
がある．大規模行列関数を計算する既存の方法として，Rational Krylov法が提案さ
れている [GAMM-Mitteilungen, Vol. 36, pp.8–31, 2013]．しかし，Rational Krylov
法はArnoldi過程の反復 1回につき線形方程式を 1回解く必要があり，コスト高とな
る．そこで，精度を保証しながら各反復における線形方程式を効率よく解くことで，
Rational Krylov法を高速化する新しい算法を提案する．

キーワード：Rational Krylov法，Shift-invert Arnoldi法，ϕ関数，Exponential integrator

Abstract

Exponential integrator is currently the popular method for computing the nu-
merical solution of evolution equations. At each time step, it needs the computation
of large matrix ϕ-functions. In order to compute the large matrix functions, Ra-
tional Krylov method has been proposed [GAMM-Mitteilungen, Vol. 36, pp.8–31,
2013]. However, since Rational Krylov method requires solving a linear equation in
each Arnoldi step, its computational cost is expensive. As a solution to this issue,
we propose the new method which accelerates Rational Krylov method by solving
linear equations efficiently while guaranteeing the accuracy.

Keywords: Rational Krylov method, Shift-invert Arnoldi method, ϕ-function, Exponen-

tial integrator
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1 序論

1.1 背景

本稿では，Ω ⊆ Rdを Lipschitz連続な境界を持つ有界開集合とし，[0, T ]×Ω (T > 0)

上で定義された次の初期値境界値問題を考える．

∂u

∂t
=Du in (0, T ]× Ω,

u= ξ on {0} × Ω,

u= η on (0, T ]× ∂Ω1,
∂u

∂nb

= τ1u+ τ2 on (0, T ]× ∂Ω2,

(1)

ただし，∂Ω = ∂Ω1 ∪ ∂Ω2, u ∈ V ⊆ L2([0, T ] × Ω), nbは単位法線ベクトル，Dは V 上の
微分作用素，ξ，η，τ1，τ2は既知の関数である．式 (1)を有限差分法，有限要素法により
離散化すると次式が得られる． {

Mẏ(t) = F (t, y(t)),

y(0) = v,
(2)

ただし，M ∈ Rn×n，F はベクトル値汎関数，v ∈ Rn である．一般性を失うことなく，
F = F (y(t))としてよい．
Dが線形の時，F (y) = Ly + cと表せる．ただし，L ∈ Rn×n，c ∈ Rnである．この時，

M，Lが正則ならば式 (2)の解は以下のようになる．

y(t) = etM
−1LM−1v +

∫ t

0

e(t−τ)M−1LM−1c dτ.

= ϕ0(tM
−1L)(v + L−1c)− L−1c, (3)

ただし，ϕ0(z) := ez．よって，行列指数関数を 1回計算すれば式 (1)の数値解が求まる．
Dが非線形の場合には (2)を時間ステップごとに積分する必要がある．この種の問題を
解くためには，Eulerの陽解法，Eulerの陰解法，Runge-Kutta法等，様々な方法がある．
この中でも，Exponential integrator [9–11]が近年注目されている．Exponential integrator
は他の方法に比べ，stiffな問題に対して有効である [11, 12]．時間 iステップ目において，
Exponential integratorは，次式のように F を変形することになる．

F (y) = Liy(t) + n(y), (4)

ただし，Liは iステップ目において線形とみなす部分で，例えば，Li =
∂
∂y
F (y(t0))，Li =

∂
∂y
F (y(ti−1))などとする．また，n(y) = F (y)−Liy t ∈ (ti, ti+1]である．これを用いて，i

ステップ目において以下の計算を行うことで式 (2)の近似解を得ることができる．

Yik = ϕ0(ck∆tM
−1Li+1)yi +∆t

k−1∑
l=1

akl(∆tM
−1Li+1)M

−1ni(Yil) (1 ≤ k ≤ s),

yi+1 = ϕ0(∆tM
−1Li+1)yi +∆t

s∑
k=1

bk(∆tM
−1Li+1)M

−1ni(Yik),

(5)
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ただし，∆tは時間ステップサイズ，cs ∈ R，akl, bkは ϕ関数の線型結合から成る係数で
ある．r ∈ Nとする．式 (5)により得られた数値解が r次収束するための akl，bkの条件
は，Hochbrackらの文献 [11, Table 2.3]に示されている．また，ϕ関数は，以下で定義さ
れる関数である．

ϕ0(z) := ez,

ϕk(z) :=
ϕk−1(z)− 1

(k−1)!

z
k = 1, 2, · · · .

式 (5)より，各時間ステップにおいていくつかの ϕ関数を計算する必要がある．
行列指数関数も ϕ関数であるから，以上より，Dが線形，非線形いずれの場合におい
ても大規模行列の ϕ関数を計算する必要があることがわかる．ϕ関数の計算法として，
Arnoldi(AP)法 [6, 16]，Sift-invert Arnoldi(SIAP)法 [5, 15, 17, 19]，Rational Krylov(RKP)

法 [7, 8]がある．AP法は ||∆tM−1Li||2の増加に伴って反復回数が増加する [12]．一方，SIAP
法は反復回数が ||∆tM−1Li||2に依らない [7]．RKP法は SIAP法の拡張で，SIAP法では
シフトを 1つ用いるのに対し，RKP法ではシフトを複数用いる．SIAP法，RKAP法は
反復回数が減少する一方で，各 Arnoldi過程の反復において線形方程式を解く必要があ
り，この部分の計算コストが高くなる．そこで，本稿では，与えられた精度を保証しな
がら線形方程式を効率よく解く Inexact Shift-invert Arnoldi(ISIAP)法，Inexact Rational

Krylov(IRKP)法を提案する．
2章では，AP法，SIAP法，RKP法について述べる．3章で ISIAP法，IRKP法を提
案する．最後に 4章で数値実験の結果を紹介し，ISIAP法，IRKP法の有効性を示す．

1.2 記法

本稿では，||·|| = ||·||2とし、行列Aに対してκ(A)を，Aの2ノルム条件数とする．また，
単位行列 Iに対して Iの j列目を ejと表すことにする．さらに，C− := {z ∈ C; ℜ(z) < 0}，
C+ := {z ∈ C; ℜ(z) > 0}，n× n行列Aに対してW (A) := {u∗Au; u ∈ Cn, ||u|| = 1}と
する．

2 AP法，SIAP法，RKP法
2章および 3章では，M,L ∈ Rn×n，v ∈ Rn，t > 0に対し，ϕk(tM

−1L)M−1v (k =

0, 1, · · · )を計算するものとする．また，W (M−1L) ⊂ C−とする．

2.1 AP法

β := ||M−1v||，初期ベクトル v1 :=M−1v/βとしてM−1Lに対するArnoldi過程の反復
を行うと，m回目の反復で次式が得られる．

hm+1,mvm+1 =M−1Lvm −
m∑
j=1

hj,mvj,
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V ∗
mM

−1LVm = Hm,

ただし，Vm = [v1 · · · vm] ∈ Rn×mは列ベクトルが正規直交する行列，Hm ∈ Rm×mは上
Hessenberg行列である．これを用いて，次式のように近似する．

ϕk(tM
−1L)M−1v ≈ VmV

T
mϕk(tM

−1L)M−1v = βVmV
T
mϕk(tM

−1L)Vme1

≈ βVmϕk(tV
T
mM

−1LVm)e1 = βVmϕk(tHm)e1.

2.2 SIAP法

2.1節と同様の初期ベクトルを用いて，M−1Lをシフトさせて逆行列をとった行列 (I −
γM−1L)−1 = (M − γL)−1M に対するArnoldi過程の反復を行うと，m回目の反復で次式
が得られる．ただし，γ > 0はシフトである．

(M − γL)−1MVm = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m, (6)

V ∗
m(M − γL)−1MVm = Hm.

これを用いて，次式のように近似する．

ϕk(tM
−1L)M−1v ≈ βVmV

T
mψk

((
(I − γM−1L)−1

)−1
)
M−1v,

≈ βVmψk

(
(V T

m

(
M − γL)−1MVm

)−1
)
e1,

= βVmψk(H
−1
m )e1. (7)

ただし，ψk(z) := ϕk(t(1− z)/γ)である．

2.3 RKP法

2.1節と同様の初期ベクトルを用いて，(I − γjM
−1L)−1 = (M − γjL)

−1M に対する
Arnoldi過程の反復を行うと，m回目の反復で次式が得られる．ただし，γj > 0 (j =

1, · · · ,m)はシフトであり，jに依存して変化する．

MVm =MVmHm − LVmHmDm + (M − γmL)hm+1,mvm+1e
T
m, (8)

V ∗
m(M − γmL)

−1MVm = HmDm(HmDm − γmHm + γmI)
−1 =: Km.

本稿においては，これを用いて，次式のような近似をする．

ϕk(tM
−1L)M−1v ≈ βVmψ̃

m
k (K

−1
m )e1,

= Vmϕk(t(HmD
−1
m H−1

m −D−1
m H−1

m ))e1, (9)

ただし，ψ̃m
k (z) := ϕk(t(1− z)/γm)，Dm = diag{γ1, · · · , γm}である．
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3 ISIAP法，IRKP法
SIAP法，RKP法で各Arnoldi過程の反復において現れる線形方程式の解の計算コスト
を減少させるために，誤差を許して解くことを考える．

3.1 ISIAP法

2.1節と同様の初期ベクトルを用いて，(I−γM−1L)−1 = (M−γL)−1Mに対するArnoldi

過程の反復を行う．ただし，j回目の反復において (M − γL)xj = Mvj を xj について解
いた時に生じる誤差を fj := xj − x̃jとし，残差を rsys,j :=Mvj − (M − γL)x̃mとする．m
回の反復で次式が得られる．

(M − γL)−1MVm − Fm = VmHm + hm+1,mvm+1e
T
m, (10)

MVm −Rsys
m = (M − γL)VmHm

+ hm+1,m(M − γL)vm+1e
T
m. (11)

ただし，Fm := [f1 · · · fm]，Rsys
m := [rsys,1 · · · rsys,m]である．Hmが正則であれば，これを

用いて式 (7)と同様の次式で近似する．

ϕk(tM
−1L)M−1v ≈ βVmψk(H

−1
m )e1. (12)

式 (7)と式 (12)は全く同じ形をしているが，式 (12)は式 (10)から得られる近似であるた
め，値は異なることに注意する．
ϕ関数を反復法で計算する際には，一般残差が収束判定条件に用いられる [13]．ISIAP

法においては，次のようにして一般残差が計算できる．ここで，Γを，M−1(M − γL)と
H−1

m の固有値を含む Jordan領域の境界とする．Cauchyの積分定理より，式 (12)の近似
の誤差Emは次式のように表せる．

Em = ψk(M
−1(M − γL))M−1v − βVmψk(H

−1
m )e1,

=
1

2πi

∫
Γ

ψk(λ)
(
(λI −M−1(M − γL))−1M−1v − βVm(λI −H−1

m )−1e1
)
dλ,

=
1

2πi

∫
Γ

ψk(λ)
(
(λM − (M − γL))−1v − βVm(λI −H−1

m )−1e1
)
dλ,

=:
1

2πi

∫
Γ

ψk(λ)e
lin
m dλ. (13)

ここで，βVm(λI −H−1
m )−1e1 は，線形方程式 (λM − (M − γL))x = vの解の近似とみな

すことができる． よって，elinm は，この近似に対する誤差とみなすことができる．一方，
この近似の残差 rlinm は次式のように表せる．

rlinm = v − (λM − (M − γL))βVm(λI −H−1
m )−1e1,

= v − βλMVm(λI −H−1
m )−1e1 + β

(
MVmH

−1
m

+ RmH
−1
m − hm+1,m(M − γL)vm+1e

T
mH

−1
m

)
(λI −H−1

m )−1e1,
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= v − βMVm(λI −H−1
m )(λI −H−1

m )−1e1

+ (βRmH
−1
m − βhm+1,m(M − γL)vm+1e

T
mH

−1
m )(λI −H−1

m )−1e1,

= (βRmH
−1
m − βhm+1,m(M − γL)vm+1e

T
mH

−1
m )(λI −H−1

m )−1e1.

式 (13)の elinm を rlinm で置き換えれば，mステップ目において計算可能な一般残差が次式の
ように求まる．

rrealphi,m = −βhm+1,m(M − γL)vm+1e
T
mH

−1
m ψk(H

−1
m )e1

+ βRmH
−1
m ψk(H

−1
m )e1. (14)

式 (14)を評価するための，次の命題が成立する．

Proposition 3.1 f(z) := βz−1ψ(z−1)とおく．Hmを正方な上Hessenberg行列とし

W (Hm) ⊂ C+, (15)

と仮定すると，ある定数K > 0と 0 < λ < 1が存在して，次式が成立する．∣∣∣(f(Hm))i,j

∣∣∣ < Kλi−j (i ≥ j). (16)

Proof: Hm と f は Benziら [1]の Theorem 11の仮定を満たす．実際，W (Hm)は有界
凸だから，W (Hm) ⊂ F ⊂ C+ を満たす単連結なコンパクト集合で境界が Jordan閉曲
線になる F を取ることができる．Riemannの写像定理より，C̄\F (C̄ = C ∪ {∞})から
{w ∈ C̄; |w| > ρ} (ρ > 0)への全射な等角像 Φで，Φ(∞) = ∞, limz→∞(Φ(z)/z) = 1を
満たすものが存在する [1]．∂F は Jordan閉曲線であるから，Carathéodoryの定理 [3]よ
り，この写像は C̄\F に，位相同型写像として拡張できる．ここで，Φの逆写像をΨとす
る．Ψは連続だから，R0 > ρで，Ψ

(
{w ∈ C̄; |w| = R0}

)
の Jordan領域が 0を含まない

ようなR0が存在する．よって，この Jordan領域を I(CR0)とすると，I(CR0) ⊆ C̄ \ {0}
となる．f はC \ {0}で正則だから，I(CR0)でも正則である．Hmは上Hessenberg行列で
あるから，Benziら [1, Theorem 11]よりこの命題が成立する． □

Remark 3.1 Proposition 3.1は，式 (15)で表される仮定が満たされれば，f(Hm)の対角
より下の成分の絶対値が指数関数的に減少していくことを示している．また，K と λは
F のみに依存する．

||rsys,m|| ≤ δ, (δ > 0)であれば，式 (14)の第 1項目は次式のように評価できる．∣∣hm+1,m

(
eTmf(Hm)e1

)∣∣ ||(M − γL)vm+1||

≤ |hm+1,m|
∣∣∣(f(Hm))m,1

∣∣∣ ||M − γL|| ||vm+1||,

≤ |hm+1,m|||(M − γL)||Kλm−1, (∵ (16))

≤ ||(M − γL)−1Mvm − fm − h1,nv1 − · · · − hm,mvm|| ||M − γL||Kλm−1,

≤ (||(M − γL)−1Mvm||+ ||fm||)||M − γL||Kλm−1,

≤ (||M ||+ ||rsys,m||)||(M − γL)−1|| ||M − γL||Kλm−1,

≤ (||M ||+ δ)κ(M − γL)Kλm−1.

0 < λ < 1より，式 (14)の第 1項目はmの増加とともに減少する．
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Remark 3.2 Fm = Oならば，W (Hm) ⊆ W ((I−γM−1L)−1) ⊆ C+より，式 (15)の仮定は
満たされる．よって，Hmが式 (15)を満たさない場合，より小さい δを選び，各Arnoldi過程
の反復に現れる線形方程式をより正確に解くか，より小さいγを選び，W ((I−γM−1L)−1)

を複素平面の原点から分離させればよい．

式 (14)の第 2項目に関しては，次の定理が成立する．

Theorem 3.1 (f(Hm))i,j =: gmi,j とし，tolphi > 0を ϕ関数を計算するための収束判定条
件，mmaxをArnoldi過程の最大反復回数とする．

||rsys,1|| ≤
tolphi

mmax||f(Hm)e1||
, (17)

||rsys,j|| ≤
|gm1,1|
|gmj−1,1|

||rsys,1|| (2 ≤ j ≤ m), (18)

と仮定すると
||Rmf(Hm)e1|| ≤ tolphi.

Proof: 式 (17)，(18)と Proposition 3.1より，次式が成立する．

||Rmf(Hm)e1|| ≤ |gm1,1| ||rsys,1||+ |gm2,1| ||rsys,2||+ · · ·+ |gmm,1|||rsys,m||,

≤ |gm1,1| ||rsys,1||+ |gm2,1|
|gm1,1|
|gm1,1|

||rsys,1||

+ |gm3,1|
|gm1,1|
|gm2,1|

||rsys,1||+ · · ·+ |gmm,1|
|gm1,1|

|gmm−1,1|
||rsys,1||, (∵ (18))

= |gm1,1| ||rsys,1||
(
1 +

|gm2,1|
|gm1,1|

+
|gm3,1|
|gm2,1|

+ · · ·+
|gmm,1|
|gmm−1,1|

)
,

≤ ||f(Hm)e1|| ||rsys,1|| (1 + λ+ · · ·+ λ) , (∵ (16))

≤ ||f(Hm)e1|| ||rsys,1|| ·mmax,

≤ tolphi. (∵ (17)) □

Remark 3.3 Theorem 3.1より，m回目のArnoldi過程の反復において，残差が式 (17)，
式 (18)を満たすように線形方程式 (M − γL)xj = Mvj (1 ≤ j ≤ m)が解かれていれば，
式 (14)の第 1項目 ||rcomp

phi,m|| := |hm+1,m(e
T
mf(Hm)e1)| ||(M − γL)vm+1||（計算残差と呼ぶ）

のみを計算し，これが収束判定条件 tolphiに達するまで外部反復を行えばよい．計算残差
||rcomp

phi,m||は真の残差 ||rrealphi,m||に比べて計算コストが少ない．また，Proposition 3.1より式
(18)右辺はmの増加とともに増大する．よって，反復が進むにつれて，その反復に現れ
る線形方程式を不正確に解いてよいことになる．これにより，1回の反復に必要な計算コ
ストが減少する．

Remark 3.4 実際の計算では，式 (17)，式 (18)に現れるmの入っている行列を事前に計
算することはできない．そこで，Dが線形で，式 (3)を計算する場合は次のようにする．
式 (17)は，次の近似式を用いて計算する．

||f(Hm)e1|| ||rsys,1|| ≈ ||βV T
mM

−1(M − γL)Vmψk(H
−1
m )e1|| ||rsys,1||, (∵ (10))
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≈ ||M−1(M − γL)y(t)|| ||rsys,1||, (∵ (12))

≈ ||M−1(M − γL)(v + L−1c)|| ||rsys,1||.

よって，式 (17)の代わりに次式を用いる．

||rsys,1|| ≤
γ · tolphi

mmax||M−1(M − γL)(v + L−1c)||
. (19)

式 (19)は，式 (17)に現れるmの入っている各行列を，Krylov部分空間に射影する前の行
列で置き換えたものである．式 (18)は，式 (16)のKと λが，Hmの次元mに依存しない
から，2 ≤ j ≤ mに対して |gm1,1| ≈ |gj−1

1,1 |，|gm1,j−1| ≈ |gj−1
1,j−1|と近似して計算する．

また，Dが非線形で，Exponential integratorを用いる場合は i+1時間ステップにおい
て，式 (17)の近似として iステップ目の値を用いる．式 (18)についてはDが線形の場合
と同様に近似する．

3.2 IRKP法

2.1節と同様の初期ベクトルを用いて，(I − γjM
−1L)−1 = (M − γjL)

−1M に対する
Arnoldi過程の反復を行う．ただし，j回目の反復において (M − γjL)xj = Mvj を xj に
ついて解いた時に生じる誤差を fj := xj − x̃jとし，残差を rsys,j :=Mvj − (M − γjL)x̃m
とする．m回の反復で次式が得られる．

MVm =MVmHm − LVmHmDm

+ (M − γmL)hm+1,mvm+1e
T
m +Rsys

m ,

ただし，Rsys
m は 3.1節と同様に定義する．Hmが正則であれば，これを用いて式 (9)と同

様の次式で近似する．

ϕk(tM
−1L)M−1v ≈ βVmϕk(t(HmD

−1
m H−1

m −D−1
m H−1

m ))e1.

ISIAP法と同様に計算すると，一般残差は次式のようになる．

rrealphi,m = hm+1,m(M − γmL)vm+1e
T
mf̃m(Dm, Hm)e1 −Rsys

m f̃m(Dm, Hm)e1. (20)

ただし，f̃m(x, y) = βγmϕk(t(x
−1−x−1y−1))x−1y−1である．式 (20)を評価するための，次

の補題と命題が成立する．

Lemma 3.1 Gm
exp := {A ∈ Cm×m; ∃K > 0, 0 <∃ λ < 1, |ai,j| < Kλ|i−j|}とおく．

H ∈ Cm×mに対して，

∃K > 0, 0 <∃ λ < 1, |hi,j| < Kλi−j (i ≥ j), (21)

ならば，
∃Q ∈ Gm

exp, Q :ユニタリー,∃ H̃ :上Hessenberg, H = Q∗H̃Q.
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Proof: Householder変換により，Hを上Hessenberg行列に変換することを考える．hi1:i2,j
を，Hの j列目の i1から i2行目からなるベクトルとする．αj = ||hj+1:m,j||，uj = (hj+1:m,j−
αje1)/||hj+1:m,j−αje1||とし，Q̃j = Im−j−2uju

∗
jとすれば，Q̃jはユニタリーで，Q̃jhj+1:m,j =

αje1となる．ただし，Im−jは，(m−j)×(m−j)単位行列を表す．よって，Qj = diag{Im−j, Q̃j}
に対してQ = Qm−2 · · ·Q1とすればQはユニタリーで，∃H̃ :上Hessenberg，QHQ∗ = H̃

となる．ここで，ujはhj+1:m,j−αje1のスカラ倍である．hj+1:m,jは式 (21)を満たし，αje1
は第 1成分以外全て 0であるから，あるKj > 0と 0 < λj < 1が存在して |ui,j| < Kjλ

i
jと

なる．ただし，ui,jは uj ∈ Cm−jの第 i成分である．よって，次式が成立する．

|[uju∗j ]k,l| = |uk,jul,j| < K2
j λ

k+l
j ≤ K2

j λ
|k−l|
j . (∵ |k − l| ≤ k + l, 0 < λj < 1)

よって uju
∗
j ∈ Gm−j

exp であるから，Q̃j ∈ Gm−j
exp ，Qj ∈ Gm

expとなる．Benziら [2, Theorem

9.2]より，∀A,B ∈ Gm
expに対してAB ∈ Gm

expであるから，Q ∈ Gm
expとなる． □

Proposition 3.2 Hmを正方な上Hessenberg行列とし，Dmを対角行列とする．

W (HmDm) ⊂ C+, (22)

W (D−1
m −D−1

m H−1
m ) ⊂ C−, (23)

と仮定すると，ある定数 K̃(m) > 0と 0 < λ̃ < 1が存在して，次式が成立する．∣∣∣∣[f̃m(Dm, Hm)
]
i,1

∣∣∣∣ < 1

2
K̃(m)(i+ 1)iλ̃i−1. (24)

Proof: HmDm は上 Hessenberg行列，式 (22)より，Proposition 3.1において f(x)を
h(x) := x−1，HmをHmDmとすればある K̂ > 0と 0 < λ̂ < 1が存在して，|[D−1

m H−1
m ]i,j| <

K̂λ̂i−j (i ≥ j)となる．D−1
m は対角行列だから，適切に K̂を取り直すことにより，|[D−1

m −
D−1

m H−1
m ]i,j| < K̂λ̂i−j (i ≥ j)となる．よって，Lemma 3.1より，Q ∈ Gm

expなるユニタリー
行列Qと上Hessenberg行列 H̃が存在して，D−1

m −D−1
m H−1

m = Q∗H̃Q.よって，次式が成
立する．

f̃m(Dm, Hm)e1 = βγmϕk(tQ
∗H̃Q)D−1

m H−1
m e1,

= βγmQ
∗ϕk(tH̃)QĤe1 (∃Ĥ ∈ Gm

exp).

Q∗, QĤ ∈ Gm
expより，あるK ′, K ′′ > 0と 0 < λ′, λ′′ < 1が存在して，|qi,j| < K ′λ′|i−j|，

|[QĤ]i,j| < K ′′λ′′|i−j|．さらに，式 (23)よりW (H̃) = W (D−1
m − D−1

m H−1
m ) ⊂ C−だから，

Proposition 3.1において f(x)を ϕk(tx)，Hmを H̃とすればある Ǩ > 0と 0 < λ̌ < 1が存
在して，|[ϕk(tH̃)]i,j| < Ǩλ̌i−j (i ≥ j)となる．ここで，z ∈ C−であれば |ez| ≤ 1より，次
式が成立する．

|ϕk(z)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

esz
(1− s)k−1

(k − 1)!
ds

∣∣∣∣ ≤ |ez|
∣∣∣∣∫ 1

0

(1− s)k−1

(k − 1)!
ds

∣∣∣∣ ≤ 1

k!
. (25)

よって，次式が成立する．

||ϕk(D
−1
m −D−1

m H−1
m )|| ≤ C sup

z∈W (D−1
m −D−1

m H−1
m )

|ϕk(z)| ≤
C

k!
.
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ただし，最初の不等号はCrouzeix [4, Theorem 2]より成立し，1 ≤ C ≤ 11.08である．2

番目の不等号は式 (23)，(25)より成立する．以上より，適切に Ǩを取り直すことにより，
|[ϕk(tH̃)]i,j| ≤ ||ϕk(D

−1
m −D−1

m H−1
m )|| < Ǩ (i < j)とできる．よって，次式が成立する．

|[ϕk(tH̃)QĤ]i,1| <
i∑

k=1

Ǩλ̌i−kK ′′λ′′k−1 +
m∑

k=i+1

ǨK ′′λ′′k−1,

≤ iǨK ′′λ̄i−1 + ǨK ′′ λ′′i

1− λ′′
,

≤ iǨK ′′
(
1 +

λ′′

1− λ′′

)
λ̄i−1,

= iK̄λ̄i−1.

ただし，K̄ := ǨK ′′/(1 − λ′′)，λ̄ := max{λ̌, λ′′} < 1である．よって，K̃ := K ′K̄(1 +

2/(1− λ̃2)2)，λ̃ := max{λ′, λ̄} < 1，γ := maxm=1,··· ,mmax |γm|に対して次式が成立するか
ら命題が成立する．

|[βγmQ∗ϕk(tH̃)QĤ]i,1| <
i∑

k=1

βγK ′λ′i−kkK̄λ̄k−1 +
m∑

k=i+1

βγK ′λ′k−ikK̄λ̄k−1,

≤ 1

2
βγ(i+ 1)iK ′K̄λ̃i−1 + βγK ′K̄

i+ 1

(1− λ̃2)2
,

≤ 1

2
βγ(i+ 1)iK ′K̄

(
1 +

2

(1− λ̃2)2

)
λ̃i−1,

=
1

2
βγ(i+ 1)iK̃λ̃i−1. □

Remark 3.5 Proposition 3.2に現れる K̃(m)は一般にはmに依る．しかし，Benziら [2,

Theorem 9.2]とProposition 3.1より，K̂，Ǩ，全ての “λ”はmに依らないから，Lemma

3.1と Proposition 3.2の証明の中でmに依存する部分は，Qを構成する過程のみである．
Qはユニタリー行列だから，任意の i, j = 1, · · ·mに対して |qi,j| ≤ 1である．よって，実
際には |qi,j| < K ′λ′|i−j|を満たすK ′ = K ′(m) > 0はK ′(m) = O(1)と推測できる．よっ
て，K̃(m) = O(1)と推測できる．

||rsys,m|| ≤ δ, (δ > 0)であれば，式 (20)の第 1項目は次式のように評価できる．∣∣∣hm+1,me
T
mf̃m(Dm, Hm)e1

∣∣∣ ||(M − γL)vm+1||

≤ 1

2
(||M ||+ δ)κ(M − γmL)K̃(m)m(m+ 1)λ̃m−1. (26)

よって，K̃(m)が多項式オーダーであれば，式 (20)の第 1項目はmの増加とともに減少
する．
式 (20)の第 2項目に関しては，次の定理が成立する．

Theorem 3.2
[
f̃m(Dm, Hm)

]
i,j

=: g̃mi,j とし，tolphi > 0を ϕ関数を計算するための収束

判定条件，mmaxをArnoldi過程の最大反復回数とする．

||rsys,1|| ≤
tolphi

3mmax||f(Hm)e1||
, (27)
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Algorithm 1 時間ステップ iにおける IRKP法
β = ||M−1v||，v1 =M−1v/β

tolsys,1 = tolphi/(3mmax||f i−1
m(i−1)||)

for m = 1, 2, · · · ,mmax do

Compute x̃ such that ||Mvm − (M − γmL)x̃|| ≤ tolsys,m
Compute Arnoldi process

f i
m = f̃(Dm, Hm)e1
r = |hm+1,m(f

i
m)m| ||(M − γmL)vm+1||

tolsys,m+1 = min{tolsys,1|(f i
m)1|/|(f i

m)m|, δ}
if r ≤ tolphi then

m(i) = m

ym(t) = Vmϕk(t(HmD
−1
m H−1

m −D−1
m H−1

m ))e1, break

end if

end for

||rsys,j|| ≤
|g̃m1,1|
|g̃mj−1,1|

||rsys,1|| (2 ≤ j ≤ m), (28)

と仮定すると
||Rsys

m f̃m(Dm, Hm)e1|| ≤ tolphi.

Remark 3.6 式 (27)，(28)は ISIAP法と同様に近似する．また，式 (27)，式 (28)を満た
すように線形方程式が解かれていれば，式 (20)の第 1項目 ||rcomp

phi,m|| := |hm+1,m| ||(M −
γmL)vm+1e

T
mf̃m(Dm, Hm)e1||のみを計算し，これが収束判定条件 tolphiに達するまで外部

反復を行えばよい．さらに，Proposition 3.2より式 (28)右辺はmの増加とともに増大す
るから，1回の反復に必要な計算コストが減少する．

以上のことをまとめ，IRKP法の算法をAlgorithm 1に示す．

Remark 3.7 ϕ0に対しては，以下のような通常の残差を用いることができる [19]．通常
の残差は ϕ0に対する式 (14)，(20)の定数倍であるから, これに対して 3章の今までの議論
を全て適用することができる．

rrealphi,m = −β
γ
hm+1,m

(
eTmH

−1
m ψ0(H

−1
m )e1

)
(M − γL)vm+1 +

β

γ
Rsys

m H−1
m ψ0(H

−1
m )e1

（ISIAPの時）,

rrealphi,m = −βhm+1,m

(
eTmH

−1
m ϕ0(D

−1
m −D−1

m H−1
m )D−1

m H−1
m e1

)
(M − γmL)vm+1

+ βRsys
m ϕ0(D

−1
m −D−1

m H−1
m )D−1

m H−1
m e1 （IRKPの時）.

4 数値実験
本章では，数値実験により ISIAP法，IRKP法の有効性を示す．全ての数値実験は，OS :

Ubuntu14.04LTS，CPU : Intel(R) Xeon(R) E3-1270 V2 @ 3.50GHz，メモリ : 16GB，プ
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表 1: Example 1: ISIAP法，SIAP法，AP法の比較

n Algorithm 実行時間 (s) 相対誤差
1234 ISIAP 1.01 1.1e− 03

SIAP 1.29 1.1e− 03

AP 1.62 1.1e− 03

5090 ISIAP 4.71 5.4e− 04

SIAP 6.95 5.4e− 04

AP 7.50 5.4e− 04

20674 ISIAP 26.91 3.4e− 04

SIAP 46.08 3.4e− 04

AP 42.44 3.4e− 04

ログラム言語 : MATLAB 2015aを用いて行った．
問題の離散化には，三角形要素分割と線形な重み関数によるGalerkin法を用いた．離散
化された行列に対して ISIAP法，IRKP法等を適用した．各Arnoldi過程の反復で現れる
線形方程式は，ILU(0)で前処理したBiCGStab法 [18]を用いた．AP法，SIAP法，RKP

法ではこの線形方程式を残差ノルムが 10−14以下となるように計算した．

Example 1 (Burgers’方程式)

Ω = (0, 1)× (0, 1) ⊆ R2:

∂u

∂t
= u

∂u

∂x1
+ v

∂u

∂x2
+

1

Re
∆u

∂v

∂t
= u

∂v

∂x1
+ v

∂v

∂x2
+

1

Re
∆v

in (0, T ]× Ω,

u = uanal(0, x)

v = vanal(0, x)
on {0} × Ω,

u = uanal(t, x)

v = vanal(t, x)
on (0, T ]× ∂Ω,

(29)

ただし，Re = 100, uanal(x1, x2) = 3/4− 1/(4+ 4eRe(−t−4x1+4x2)/32)，vanal(x1, x2) = 3/4+

1/(4+ 4eRe(−t−4x1+4x2)/32)．式 (29)の解析解は uanal，vanalである [14]．離散化すると，式
(2)において F (y) = Ly + Q(y)y + n(t)となる． よって，Li = L + Q(yi−1)と設定して，
式 (5)において∆t = 0.01，r = 1としたExponential integratorを 100ステップ適用した．
Exponential integratorの各タイムステップに現れる ϕ1を，ISIAP法，SIAP法，AP法を
用いて計算した．ただし，tolphi = 10−8と設定し，ISIAP法，SIAP法では，γ = 10−2,

mmax = 100, δ = 10−2を用いた．各算法の実行時間，相対誤差を表 1に示す． 行列の次
元 nが同じであれば，相対誤差は全ての算法において同じになった．一方，実行時間は全
ての場合で ISIAP法が最も早くなった．
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Example 2 (移流拡散方程式)

Ω = ((−1.5, 1.5)× (−1, 1)) ⊆ R2:

ρcv
∂u

∂t
= λ∆u−∇ · cu in (0, T ]× Ω,

u = u0 on {0} × Ω,

−λ∂u
∂n

= α(u− 280) on (0, T ]× ∂Ω1,

−λ ∂u
∂nb

= −1 on (0, T ]× ∂Ω2,

(30)

ただし， ∂Ω2 = {1.5} × [−1, 1]，∂Ω1 = ∂Ω \ ∂Ω2，c = [5 0]，ρ = 1.3，cv = 1000，
λ = 0.025，α = 9.3，

u0(x1, x2) =

{
300 in (−1, 1)× (−1, 1) ∩ Ω,

280 otherwise.

式 (30)は，熱の移流拡散を表す方程式であり，次のような現象のモデルである．中央に
穴が空いた部屋 Ωがあり，壁 ∂Ω1は常に温度 300Kに保たれている．壁 ∂Ω2には常に一
定の熱流束−10W/mがあり，壁 ∂Ω3では 280Kの外気と壁を通して熱のやりとりがある．
さらに，部屋の中には常に 5m/sの空気の流れがある．u(t, x)は，時刻 t，位置 xにおける
温度を表している．式 (30)は線形であるから，式 (3)を計算することで数値解が求まる．
式 (3)に現れる行列指数関数を t = 150の場合に IRKP法，RKP法，AP法を用いて計算
した．ただし，tolphi = 10−8と設定し，IRKP法，RKP法では，δ = 10−2，次式で定義さ
れる γmを用いた [7]．

1

γm
=

100

t
+ (−1)m−12.5

t

⌈
m− 1

2

⌉
i.

また，式 (3)の解析解は求められないため，離散化された行列に対してAP法で tolphi =

10−14として計算した数値解を正確な解とみなして相対誤差を求めた．
各算法の実行時間，反復回数，相対誤差を表 2に示す． 行列の次元 nが同じであれば，
相対誤差は全ての算法においてほぼ同じになった．一方，実行時間は全ての場合で IRKP

法が最も早くなった．
また，n = 98016の時の反復回数mと線形方程式 (M + γmL)xm =Mvmを解く際の収
束判定条件 tolsys,mを図 1，反復回数mと相対残差ノルムの関係を図 2に示す．図 1より，
IRKP法は，tolsys,mがmの増加とともに大きくなっていくことで解を効率良く計算して
いることがわかる．また，図 2より，十分な外部反復を行えば，計算残差ノルム ||rcomp

phi,m||
がmの増加とともに減少していることがわかる．しかし，真の相対残差ノルム ||rrealphi,m||
の減少は tolphiに達した時点で頭打ちとなっている．これはTheorem 3.2により ||rrealphi,m||
をコントロールしているためであり，この図 2からも IRKP法が解を効率良く計算してい
ることがわかる．さらに，rrealphi,mと rcomp

phi,mは tolexpまでは同じ振る舞いをしている．よっ
て，rcomp

phi,mを収束判定に用いてよいことがわかる．
さらに，n = 98016の時の IRKP法により求まった数値解を図 3に示す．IRKP法が正
しい数値解を計算していることがわかる．
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表 2: Example 2: IRKP法，RKP法，AP法の比較

n Algorithm 実行時間 (s) 反復回数 相対誤差
24688 IRKP 1.81 52 3.1e− 08

RKP 2.17 52 3.1e− 08

AP 5.11 202 1.9e− 08

98016 IRKP 15.91 54 7.6e− 08

RKP 24.78 54 7.6e− 08

AP 54.88 432 9.9e− 08

10 20 30 40 50

to
l

s
y
s
,m

10
-12

10
-10

10
-8

10
-6

10
-4

図 1: Example 2, n = 98016: 反復回数m

と tolsys,mの関係．

10 20 30 40 50 60 70 80

10
-15

10
-10

tol
phi

10
-5

10
0

||r
phi,m

real
||

||r
phi,m

comp
||

図 2: Example 2, n = 98016: 反復回数m

と相対残差の関係．

5 結論
Exponential integratorに現れる大規模 ϕ関数の計算には，ISIAP法や IRKP法が適し
ている．ISIAP法，IRKP法は，各Arnoldi過程の反復に現れる線形方程式を効率よく解
くことで，計算コストを削減できる．実際に，Arnoldi過程の反復が進むにつれて，線形
方程式の解の精度を落として良いことを示せた．また，計算コストの少ない計算残差によ
り収束判定を行うことが可能である．一方で，ISIAP法，IRKP法は，与えれれた tolphi
に対して，一般残差が tolphi以下になることを保証する．
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図 3: Example 2, n = 98016: IRKPによる数値解．
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