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3 極値問題

まず初めに，通常の極値問題を考えよう．2変数関数に対する極値問題の扱いは 1年次の
数学A3で習って来ている．それを n変数関数に対して拡張することは難しくないが，ここ
では線形代数の知識を用いてもう少し見通しの良い証明を与えることにしよう．

定理 3.1 ΩをRnの領域，a ∈ Ω，および f ∈ C1(Ω)とする．このとき，f が aで極値を
とれば，∇f(a) = 0が成り立つ．

証明 各 j ∈ {1, 2, . . . , n}を固定するごとに，xj の 1変数関数

φj(xj) := f(a1, . . . , aj−1, xj , aj+1, . . . , an)

は C1級であり，xj = aj において極値をとる．したがって，

φ′
j(aj) =

∂f

∂xj
(a) = 0 (1 ≤ j ≤ n)

となり，∇f(a) = 0が従う．（証明終）

1変数関数のときもそうであったように，n変数関数のときも∇f(a) = 0であっても，f

が aで極値をとるとは限らないことに注意しよう．

定義 3.1 ∇f(a) = 0を満たす点 aを，f の停留点とよぶ．

この用語を用いれば，定理 3.1は極値点は常に停留点であることを主張している．しかし，
その逆は必ずしも正しくない．つまり，停留点であっても極値点でない場合があることに注
意しよう．いずれにしても，極値点を見つけるときは，まずその候補として停留点を見つけ
ればよい．次に，1変数関数のとき極値の判定に 2階の導関数が用いられたように，n変数
関数のときにも 2階の偏導関数が極値の判定に用いられる．そこで，次の定義をしておこう．

定義 3.2 f ∈ C2(Ω)に対して，n× n実対称行列

Hf (x) :=

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)
1≤i,j≤n

=



∂2f

∂x21
(x)

∂2f

∂x1∂x2
(x) · · · ∂2f

∂x1∂xn
(x)

∂2f

∂x1∂x2
(x)

∂2f

∂x22
(x) · · · ∂2f

∂x2∂xn
(x)

...
...

. . .
...

∂2f

∂x1∂xn
(x)

∂2f

∂x2∂xn
(x) · · · ∂2f

∂x2n
(x)


を f のHesse行列とよぶ．
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定理 3.2（極値の判定） ΩをRnの領域，a ∈ Ω，f ∈ C2(Ω)，および∇f(a) = 0とする．
このとき，

(1) Hf (a)の固有値が全て正ならば，f は aで極小となる．
(2) Hf (a)の固有値が全て負ならば，f は aで極大となる．
(3) Hf (a)が正と負の固有値をもてば，aは f の鞍点である．

この定理を証明する前に，線形代数の定理を一つ思い出しておこう．

補題 3.1 (1) 実対称行列は直交行列で対角化可能である．すなわち，任意の n× n実対
称行列H に対して，ある n× n直交行列 T が存在し，

T−1HT =


λ1 0

λ2

. . .

0 λn


が成り立つ．ここで，λ1, λ2, . . . , λnはH の固有値である．

(2) T を n× n直交行列とすると，T−1 = T t（T の転置行列）および

∥Tx∥ = ∥x∥ (∀x ∈ Rn)

が成り立つ．（このとき，y = Txにより，直交座標系 xから他の直交座標系 yへの変
換が与えられる．逆に，そのような変換を与える行列 T は必ず直交行列になる．）

定理 3.2の証明 f を aのまわりで Taylor展開しよう．f ∈ C2(Ω)であることから，

f(x) =
∑
|α|≤2

f (α)(a)

α!
(x− a)α +R(x)

= f(a) +

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)(xi − ai) +

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)(xi − ai)(xj − aj) +R(x)

= f(a) + (x− a) · ∇f(a) +
1

2
(x− a) ·

(
Hf (a)(x− a)

)
+R(x)

が成り立つ．ここで，R(x)は剰余項であり，

lim
x→a

R(x)

∥x− a∥2
= 0 (3.1)

を満たす．また，上式における行列とベクトルの積の計算では，ベクトルは全て縦ベクトル
とみなして計算している．ここで，仮定より∇f(a) = 0であるから，

f(x)− f(a) =
1

2
(x− a) ·

(
Hf (a)(x− a)

)
+R(x)

が得られる．次に，xが aの近傍を動くとき，上式の右辺の符号変化を調べよう．補題 3.1

より，対称行列Hf (a)は，ある直交行列 T により対角化される．すなわち，

T−1Hf (a)T =


λ1 0

. . .

0 λn

 =: Λ
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が成り立つ．ここで，λ1, . . . , λnはHf (a)の固有値である．この直交行列 T を用いて，y :=

T−1(x− a)により独立変数を xから yへ変換しよう．これは，aを原点とする新しい直交
座標系を用いていることに対応する．このとき，

f(x)− f(a) =
1

2
(Ty) · (Hf (a)Ty) +R(x)

=
1

2
y · (T tHf (a)Ty) +R(x)

=
1

2
y · (Λy) +R(x)

=
1

2
(λ1y

2
1 + · · ·λny

2
n) +R(x)

上の計算では，Euclid内積と転置行列の関係 (Ax) · y = x · (Aty) (x,y ∈ Rn) および
T t = T−1という事実を用いた．
(1)の場合：λj > 0 (1 ≤ j ≤ n)であるから，

λ0 := min{λ1, . . . , λn}

とおくと，λj ≥ λ0 > 0および ∥y∥ = ∥Ty∥ = ∥x− a∥ に注意すれば，

f(x)− f(a) ≥ 1

2
λ0(y

2
1 + · · ·+ y2n) +R(x)

=
1

2
λ0∥x− a∥2 +R(x)

=

(
1

2
λ0 +

R(x)

∥x− a∥2

)
∥x− a∥2

ここで，剰余項 R(x)は (3.1)を満たすことから，十分小さな正定数 δ > 0が存在し，0 <

∥x− a∥ < δを満たす任意の xに対して

|R(x)|
∥x− a∥2

≤ 1

4
λ0

が成り立つ．したがって，

f(x)− f(a) ≥ 1

4
λ0∥x− a∥2 > 0 for 0 < ∥x− a∥ < δ

となり，f は aで極小値をとることが分かる．
(2)の場合：λj < 0 (1 ≤ j ≤ n)であるから，

λ0 := max{λ1, . . . , λn}

とおくと，λj ≤ λ0 < 0より，

f(x)− f(a) ≤ 1

2
λ0(y

2
1 + · · ·+ y2n) +R(x)

=

(
1

2
λ0 +

R(x)

∥x− a∥2

)
∥x− a∥2

となる．したがって，(1)の場合と同様にして，十分小さな正定数 δ > 0が存在し，

f(x)− f(a) ≤ 1

4
λ0∥x− a∥2 < 0 for 0 < ∥x− a∥ < δ
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が成り立つ．ゆえに，f は aで極大値をとることが分かる．
(3)の場合：簡単のために，λ1 > 0 > λ2としよう．このとき，まず y1軸に沿って f の値

の変化を調べてみよう．すなわち，y = (y1, 0, . . . , 0)上の f の値を見てみよう．このとき，
x = a+ (Te1)y1および e1 = (1, 0, . . . , 0)tであり，

f(x)− f(a) =
1

2
λ1y

2
1 +R(x), lim

y1→0

R(x)

y21
= 0

が成り立つ．これより，y1 軸に沿って f の値の変化を調べると，f は y1 = 0 （すなわち，
x = a）において極小になることが分かる．同様にして，y2 軸に沿って f の値の変化を調
べると，すなわち，y = (0, y2, 0, . . . , 0)上の f の値を見てみると，f は y2 = 0（すなわち，
x = a）において極大になることが分かる．ゆえに，この場合aは f の鞍点である．（証明終）

例 3.1 f(x, y) = x3 − y3 − 3x+ 12yの極大値と極小値を求めてみよう．まず，f の停留点
を求めていく．

∇f(x, y) = (3x2 − 3,−3y2 + 12)

より，∇f(x, y) = 0を解くと

(x, y) = (±1,±2) （複合任意）

となる．これらが f の停留点である．次に，定理 3.2を用いて，これらの点が極値点である
かどうかを判定する．

Hf (x, y) =

(
6x 0

0 −6y

)
より，fのHesse行列Hf (x, y)の固有値は 6x,−6yである．したがって，fは (x, y) = (1,−2)

で極小，(x, y) = (−1, 2)で極大となり，(x, y) = ±(1, 2)は f の鞍点である．

条件付き極値問題 実際の応用では，上のような何かの関数の極大値や極小値を求めるよ
うな問題ばかりではなく，ある制約条件下で関数の極大値や極小値を求める問題も，しばし
ば現れる．そのような制約条件は，適当な関数 g1, . . . , gmを用いて

g1(x) = · · · = gm(x) = 0

と書ける場合が多い．以下では，そのような制約条件下での f(x)の極大値・極小値を求め
ていこう．そのような問題のことを，条件付き極値問題という．この場合には，もはや定理
3.1は役に立たないが，その代わりに次の定理が有用である．

定理 3.3（Lagrangeの未定乗数法） ΩをRnの領域，f および g = (g1, . . . , gm)を Ωで定
義された C1級関数とし，S := {x ∈ Ω | g(x) = 0} とおく．このとき，

(1) f は a ∈ Sにおいて S上極値をとり
(2) rank (Dg(a)) = m (≤ n)

ならば，ある λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Rmが存在し

Df(a) + λDg(a) = 0

が成り立つ．この最後の式は，次式と同値である．(
∇(f + λ1g1 + · · ·+ λmgm)

)
(a) = 0
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