
レポート問題８ (数学解析第１) Jun. 16, 2010 (Wed.)

1 f ∈ C([a, b])，K ∈ C([a, b]× [a, b])，λ ∈ Rとし，次の u = u(x)を未知関数と
する Fredholmの積分方程式

u(x) = λ

∫ b

a

K(x, y)u(y) dy + f(x), x ∈ [a, b] (∗)

を考える．u, v ∈ C([a, b])に対して，距離 d(u, v)を

d(u, v) := max
a≤x≤b

|u(x)− v(x)|

により定めると，
(
C([a, b]), d

)
は完備距離空間となる．u ∈ C([a, b])に対して，

[a, b]上の関数 Tuを

(Tu)(x) := λ

∫ b

a

K(x, y)u(y) dy + f(x), x ∈ [a, b]

により定める．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) T はC([a, b])からそれ自身への写像になること（すなわち，u ∈ C([a, b])
ならばTu ∈ C([a, b])となること）を示せ．ただし，有界閉集合 [a, b]×[a, b]
上の連続関数は一様連続になることを証明抜きで用いてもよい．

(2) M := max{|K(x, y)| |x, y ∈ [a, b]}とおく．もしM(b − a)|λ| < 1なら
ば，T は

(
C([a, b]), d)からそれ自身への縮小写像になることを示せ．（し

たがって縮小写像の原理により，Fredholmの積分方程式 (∗)はただ１つ
の解 u ∈ C([a, b])を持つ．）
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