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12. ガロア理論の圏論的定式化

12.1. 圏の言葉. 以下、Cを圏とする。

定義 12.1. C内の射 f : X → Y を考える。任意の２つの射 u, v : T → Xに対して

f ◦ u = f ◦ v ⇒ u = v

が成り立つとき、f は単射であると言う。
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また、任意の２つの射 u, v : Y → T に対して

u ◦ f = v ◦ f ⇒ u = v

が成り立つとき、f は全射であると言う。
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定義 12.2. C を圏とする。C 内の２つの射 f, g : X → Y を考える。任意の２つの射
u, v : T → Xに対して

f ◦ u = f ◦ v ⇒ g ◦ u = g ◦ v

が成り立つとき、f ↓ gと記す。f : X → Y が単射であり、任意の g : X → W に対して
f ↓ gならば f は gを経由するとき、f は strictly monomorphicであると言う。
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定義 12.3. C を圏とする。C 内の２つの射 f, g : X → Y を考える。任意の２つの射
u, v : T → Xに対して

u ◦ f = v ◦ f ⇒ u ◦ g = v ◦ g
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が成り立つとき、f ↑ gと記す。f : X → Y が全射であり、任意の g : W → X に対して
f ↑ gならば f は gを経由するとき、f は strict epimorphismであると言う。
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補題 12.4. f : X → Y が単射であり、stirict epimorphismであれば、同型である。

証明. f : X → Y とする。idY : Y → Y を考えると、fは特に全射であることから、f ↑ idY

である。すると fが strict epimorphicであることから、h : Y → Xが存在して、f ◦h = idY

となる。いま、f : X → Y をこの式に合成すると、

f ◦ h ◦ f = idY ◦ f = f = f ◦ idX

となる。f が単射であることから、h ◦ f = idX を得る。hが f の逆射になることから、f

は同型であることが導かれる。 !

12.2. ガロア圏の定義と証明. Cを圏として、Aを Cの対象とする。CとAは以下の性質
をみたすと仮定する。

(RC0) 任意の Cの対象Xに対して、射 x : A → Xが存在する。この様な射は全て strict

epimorphismである。
(RC1) 任意の部分群 H ⊂ Aut(A)に対して、商対象A → A/Hが C内で存在する。この

商対象は [A,−]で保たれる。
(RC2) Aの任意の自己準同型は同型である。すなわち、[A,A] = Aut(A)が成り立つ。

この様な性質をもつ圏 Cに対して、以下が示される。

補題 12.5. 圏 Cの任意の射 f : X → Y は strict epimorphismである。

Proof. (RC0)より strict epimorphism x : A → X が存在し、合成 y := f ◦ x : A → Y も
strict epimorphismとなる。合成 yが epimorphismであることから、f が epimorphismで
あることが導かれる。いま、g : W → Y に対して、f ↑ gが成り立つと仮定する。する
と、任意の u, v : Y → T に対して u ◦ f = v ◦ f ならば u ◦ g = v ◦ gが成り立つ。ここで、
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u ◦ y = v ◦ yと仮定すると、u ◦ f ◦ x = u ◦ y = v ◦ y = v ◦ f ◦ xとなり、xが全射であるこ
とから u ◦ f = v ◦ f、すなわち u ◦ g = v ◦ gが導かれる。従って y ↑ gである。
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yが strict epimorphismであることから、h′ : W → Aが存在して y ◦ h′ = gが成り立つ。
いま、h := x ◦ h′ : W → Xとおくと、f ◦ h = f ◦ x ◦ h′ = y ◦ h′ = gとなる。以上より、
f が strict epimorphismであることが示された。 !

命題 12.6. (RC0)より、関手 [A,−]は忠実で、単射と同型を反映（reflect）する。

※ reflectの意味は、関手で行った先がその性質を持っていれば、もとの対象や射もその性
質を持っているということである。

証明. 関手 F (−) := [A,−] : C → SetGにより誘導される写像

F : HomC(X, Y ) → HomSetG(F (X), F (Y ))

が単射であることを示す。f, g : X → Y として、F (f) = F (g) : F (X) → F (Y )とする。
いま (RC0)より x ∈ F (X) = [A,X]が存在して、この射は strict epimorphismである。
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仮定より y = F (f)(x) = F (g)(x)となり、

f ◦ x =: F (f)(x) = F (g)(x) := g ◦ x ∈ [A, Y ]

が成り立つ。特に xが全射であることから、f = gが導かれる。
次に、f : X → Y に対してF (f) : F (X) → F (Y )が単射であると仮定する。２つの Cの
射 u, v : T → Xに対して f ◦ u = f ◦ vが成り立つとすると、F (f) ◦ F (u) = F (f) ◦ F (v)
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となることから、F (f)の単射性より F (u) = F (v)が導かれる。従って、F が忠実である
ことから u = vとなる。以上より、f が単射であることが示された。
最後に、f : X → Y に対してF (f) : F (X) → F (Y )が同型であると仮定する。いままで
の議論より f : X → Y は単射であり、f は strict epimorphismであることから、f は同型
であることが導かれる。 !

命題 12.7. 任意の Cの対象X は、A
x−→ X に対してH := Stab(x) ⊂ Aut(A)とおくと、

A/Hと同型になる。

証明. A → A/Hを考えると、H := Stab(x)より
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が可換となる射 i : A/H → Xが存在する。この図式に関手 F (−) = [A,−]を施すと、
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という図式を得る。(RC1)より F (r)は同型になる。また、εは単射である。この理由は、
a, b ∈ [A,A]に対して F (x)(a) = F (x)(b)とすると、F (x)の定義より

(12.8) x ◦ a = x ◦ b

となる。(RC2)より [A,A] = Aut(A)となることから、c ∈ [A,A]が存在して b ◦ c = idA

が成り立つ。(12.8)にこれを合成すると、

x ◦ a ◦ c = x ◦ b ◦ c = x ◦ idA = x

となる。従って、a ◦ c ∈ H = Stab(x) ⊂ [A,A]となる。このことから、a ≡ b (mod H)

となり、εが単射であることが示された。これから、i∗ := F (i)が単射となり、F が忠実
であることから i : A/H → Xも単射であることが従う。iは strict epimorphismであるこ
とから、iは同型であることが導かれる。 !
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命題 12.9. 関手 F (−) = [A,−]は strict epimorphismを保つ。

証明. 任意の射 f : X → Y を考える。(RC0)より strict epimorphism x : A → X が存在
して、y = f ◦ x : A → Y も strict epimorphismになる。 H := Stab(y) ⊂ Aut(A)とする
と、Y はA/Hと同型となり、[A,A] → [A,A]/Hが全射であることから、F (y) : [A,A] →
[A, Y ] ∼= [A,A]/Hも全射となる。F (f) ◦ F (x) = F (y)が全射であることから、特に

F (f) : [A,X] → [A, Y ]

も全射になる。集合の圏では全射は strict epimorphismであることより、命題を得る。 !

命題 12.10. 任意の Cの対象Xに対して、Aut(A)は [A,X]に transitiveに作用する。

Proof. (RC2)よりAut(A) = [A,A]が成り立つ。(RC0)より strict epimorphism x : A → X

が存在する。F (x) : [A,A] → [A,X]は全射であることから、命題を得る。 !

定理 12.11. Cを離散ガロア圏として、A ∈ Cを考える。このとき、関手 F (−)の左随伴
関手G(−)が存在して、Cと tSetGは関手 F とGにより圏同値になる。

証明. EをAut(A) = [A,A]が可移に作用する集合とする。x ∈ Eに対してH := Stab(x) ⊂
Aut(A)とすると、[A,A]/H ∼= Eとなる。(RC1)よりG(E) := A/HはCの対象である。こ
の構成より関手G : tSetG → Cが定義される。E ∼= [A,A]/H ∼= [A,A/H] = F ◦G(E)とな
ることから、関手の合成F ◦G = idCとなる。同様に Cの対象Xに対してG◦F (X)を計算
する。(RC0)より strict epimorphism x : A → Xが存在し、F (X) := [A,X]よりx ∈ F (X)

となる。H := Stab(x) ⊂ Aut(A)と置くと、命題 12.7よりG ◦ F (X) = A/H ∼= X を得
る。 !


